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南京大学研究生毕业论文中文摘要首页用纸 
毕 业 论 文 题 目 ：   参 量 阵 扬 声 器 远 场 指 向 性 的 研 究 

   声学   专业  20  级硕士生姓名：           陈哲                      

指导教师（姓名、职称）：        章东          教授                          

摘要： 

参量阵扬声器的概念最早由 Westervelt 于 1963 年提出，随后在 1983 年由 Yoneyama 应

用到空气中产生高指向性音频声束，该应用称之为参量阵扬声器。当参量扬声器阵发出两束

频率为𝑓𝑓1，𝑓𝑓2 (𝑓𝑓1 > 𝑓𝑓2)的高强度超声时，由于声场的二阶非线性效应，会产生出一种频率为

𝑓𝑓1  −  𝑓𝑓2的声波，称为差频波，这种差频波有着尖锐的指向性。声场的指向性描述的是远场

不同方向的声压幅值与主轴上声压幅值的比值，体现了参量阵扬声器发出的声音的指向效

果。指向性是描述参量阵扬声器产生的音频声辐射模式的直接指标，但由于非线性方程的复

杂性，其预测准确性是一个具有挑战性的课题。 

本文首先基于 Westervelt 方程的准线性解，推导了计算指向性的二维和三维卷积模型，

得到的表达式分别用二维和三维模型的超声指向性和Westervelt指向性的线性卷积和球卷积

表示。为了提高预测精度，将得到的表达式乘以由音频声的孔径因子产生的有效指向性，称

为修正卷积模型指向性。本文对比研究了 Westervelt 指向性、直接卷积模型指向性、修正卷

积模型指向性。 

其次对推导结果进行数值模拟，给出二维活塞，二维偏转波束，三维圆形活塞，三维圆

形偏转波束，矩形活塞，矩形偏转波束的参量阵扬声器的指向性，并研究参量阵扬声器尺寸

和音频声频率的影响。 

最后搭建参量阵扬声器实验平台，测量了参量阵扬声器的指向性。通过圆形活塞、正方

形活塞、矩形波束偏转参量阵扬声器的测量结果进行对比，发现三维模型的实验结果不管是

正前方还是偏转一定角度发出，其指向性主瓣部分都与文章所提出的修正卷积模型更为吻

合。由于音频声的孔径因子，在大孔径尺寸和高频率的音频声指向性中会出现旁瓣，本文的

修正卷积模型能准确的预测旁瓣的形成以及分布，为准确测量参量阵扬声器的指向性提供巨

大帮助。但是旁瓣的具体指向性数值大小与模拟结果存在差异，有待后续研究和更加准确的

理论模型。 
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Abstract 
 The concept of parametric array loudspeaker was first proposed by Westervelt in 
1963 and then applied by Yoneyama in 1983 to generate high directivity audio beam in 
the air. The application is called parametric array loudspeaker. When the parametric 
loudspeaker array emits two high-intensity ultrasonic beams with frequency 𝑓𝑓1 and𝑓𝑓2, 
due to the second-order nonlinear effect of sound field, a kind of sound wave with 
frequency 𝑓𝑓1 − 𝑓𝑓2 will be generated, which is called differential frequency wave, and 
this kind of differential frequency wave has sharp directivity. Directivity of sound field 
describes the ratio of sound pressure amplitude in different directions of the far field to 
the sound pressure amplitude on the spindle, which reflects the directional effect of the 
sound emitted by the parametric array speaker. Directivity is a direct index to describe 
the mode of audio radiation generated by parametric array loudspeakers, but its 
prediction accuracy is a challenging subject due to the complexity of nonlinear 
equations. 
 Firstly, based on the quasi-linear solution of Westervelt equation, the convolution 
models of two and three dimensions are derived to calculate directivity. The expressions 
obtained are expressed in terms of ultrasonic directivity and Westervelt directivity of 
two and three dimensions, respectively, by linear convolution and spherical convolution. 
In order to improve the prediction accuracy, the expression obtained is multiplied by 
the effective directivity generated by the aperture factor of the audio sound, which is 
called modified convolution model directivity. Westervelt directivity, direct 
convolutional model directivity and modified convolutional model directivity are the 
main objects of comparison theory study in this paper, and provide comparison objects 
for subsequent experimental measurement. 
 Secondly, the results are numerically simulated, and the directivity of the 
parametric array loudspeaker with two-dimensional piston, two-dimensional deflection 
beam, three-dimensional circular piston, three-dimensional circular deflection beam, 
rectangular piston and rectangular deflection beam is given. The influence of the size 
of the parametric array loudspeaker and the frequency of audio is studied. 



Abstract 

IV 
 

 Finally, the experimental platform of parametric array loudspeaker is built 
according to the existing laboratory equipment, and the directivity of parametric array 
loudspeaker is measured. By comparing the measurement results of circular piston, 
square piston and rectangular beam deflection parametric array loudspeaker, it is found 
that the experimental results of the three-dimensional model are more consistent with 
the proposed modified convolution model, whether it is directly in front of the model 
or when it is deflected at a certain Angle. Due to the aperture factor of audio, sidelobe 
will appear in large aperture size and high frequency audio directivity. The modified 
convolution model in this paper can accurately predict the formation and distribution 
of sidelobe, which provides great help for the accurate measurement of directivity of 
parametric array loudspeaker. However, the specific directivity value of the sidelobe is 
different from the simulation result, which needs further research and more accurate 
theoretical model.  
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第一章  绪论 

1.1 参量阵扬声器的研究现况 

参量阵扬声器是参量阵扬声器在空气中的应用，以其特殊的低频指向性而闻

名[1，2]。近年来，已成功应用于众多音频工程，包括主动噪声控制[3，4]，声重放[5]，

吸声测量[6]等等。 

声波在传播时会发生畸变，这可以看作是声波与自身的非线性相互作用[7]。

当参量阵扬声器发出两束频率为 𝑓𝑓1，𝑓𝑓2 (𝑓𝑓1 > 𝑓𝑓2) 的超声时，由于声场的二阶非

线性效应，会产生出四种频率分别为为 2𝑓𝑓1， 2𝑓𝑓2， 𝑓𝑓1  −  𝑓𝑓2，𝑓𝑓1 +  𝑓𝑓2 的声波。

其中频率为𝑓𝑓1  −  𝑓𝑓2的称为差频波。这些成分的出现已经在许多研究中得到了证

明和观察，这种非线性现象被称为“声音对声音的散射”，尽管它通常是指非线性

相互作用区域之外的差频波的产生[8-13]。对高阶非线性分量的利用也有进一步的

研究和应用[14-20] 

受到这些发现的启发，Westervelt在 1963年第一个提出了声参量阵的概念[21]。 

当声参量阵辐射两个频率为 𝑓𝑓1 和 𝑓𝑓2 的准直主声波时，在频率为 𝑓𝑓1  −  𝑓𝑓2 的频

率上产生具有尖锐指向性的差频波，二阶非线性效应使声束在差频波中表现为虚

拟源的分布[22]。这些虚拟源的源密度与主波的振幅成正比，主波的振幅沿传播轴

(虚拟源阵列的末端发射方向)近似指数衰减[23]。这些源形成一个半无限长的所谓

“端射阵列”[1]，它能在无旁瓣的情况下，在末端发射方向产生低频指向声束[24-27]。 

声参量阵最早应用于水下，如海底剖面[28，29]、水下通信[30]、埋藏物探测[31]等，

相关综述见[32]。声参量阵在空气中的应用被称为参量阵扬声器，其中初级声和差

频声分别对应于超声和音频声。1975 年，Bennett 和 Blackstock 首次通过实验观

测到空气中的参量效应[33]。Yoneyama 等人，根据声参量阵原理设计并制造了一

种新型参量阵扬声器[34] 他们使用 547 个 PZT 双晶超声换能器，其中心频率为 40 

kHz，产生 200 Hz 至 20 kHz 的音频声音，并如预期的那样在测量中观察到音频

波的尖锐指向性。 

虽然参量阵扬声器能够在低频产生高指向性声束，但声束的振幅随着距离的

增加而略微减小，这在某些应用中是一个缺点。例如：当在房间里使用参量阵扬
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声器时，会发生来自墙壁和地板的多次反射。Hedberg 等人提出了一种所谓的“限

长参量阵扬声器”，它只能在换能器前的有限范围内产生可听的声音[35]。其基本

原理是通过使用另一个不同载频的参量阵扬声器来抵消参量阵扬声器产生的声

音，产生振幅相同但反相位的可听声音。Nomura 等人提出了一种时域有限差分

(FDTD)方法来数值模拟轴对称限长参量阵扬声器所产生的声音传播[36]。Skinner

等人使用了一对商业成品参量阵扬声器，并进行了一系列测量，以评估长度有限

的参量阵扬声器的实用性[37]。 

 
图 1-1 两个参量阵扬声器产生的音频声 

 

除了将音频声音限制在参量阵扬声器的近场外，也有远程创建音频点的研究

[38-41]。如图 1-1 所示，该技术的思想是由两个分离的参量阵扬声器发射载波(𝑓𝑓1)

和边带波(𝑓𝑓2)。这两种声束在传播过程中是听不到的，因为它们是超声波。然而，

由于两束声束之间的参量非线性相互作用，重叠区域的声音是可听的。该特性可

以秘密地传递声音。 

 

1.2 参量阵扬声器指向性模型的研究现况 

近年来，人们对可转向参量阵扬声器的发展越来越感兴趣，其目的是在不需

要机械地旋转声源的情况下，将高度指向的音频波束转向所需的方向[42-45]。参量

阵扬声器所产生音频声的指向性是描述参量阵扬声器声辐射模式的重要指标，但

如何对其进行准确预测仍具有挑战性，本文将对此进行研究。 
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精确且计算效率高的参量阵扬声器预测模型是利用参量阵扬声器模拟有源

降噪控制(Active Noise Control, ANC)和其他相关音频系统性能的必要条件。其基

本模型是安装在无限大反射面上的圆形参量阵扬声器[46]。当参量阵扬声器以不

同频率辐射两束超声波时，由于二阶非线性，会产生包含差频波(空气中的音频

声音)的二次波。主波的非线性相互作用比较复杂，在数学建模中需要做一些近

似和简化。出于安全考虑，参量阵扬声器产生的超声水平是有限的[1，47，48]，非线

性通常较弱，通常假设为准线性近似。在准线性假设下，通过将声场扩展到二阶，

可以得到一组超声和音频声音的层次线性波动方程[7，49]。这使得超声可以被模拟

为平面源的辐射，因此可以使用众所周知的瑞利积分来获得声场公式。音频声音

被视为来自无限大体积源的辐射，源密度与超声波声压的乘积成正比。 

 

1.2.1 远场 

远场音频声压的计算表达式通常简单得多，可以用来分析参量阵扬声器的指

向性[50]。Westervelt 开创性的工作中提出了音频波束方向性的第一个封闭式表达

式，通常称为 Westervelt 指向性[21]。在该模型中，假设超声波在参量阵扬声器近

场准直并完全衰减，音频声音被视为由虚源线阵列产生，源密度沿参量阵扬声器

辐射轴呈指数下降[21]。该解证明了参量阵扬声器的明显指向性。然而，使用

Westervelt 指向性得到的预测与实验测量之间存在很大差异[50]，这被认为是由于

原始模型中的假设造成的。 

为了提高指向性预测的准确性，众多学者已经做了许多尝试。Berktay[51]和

Berktay 和 Leahy[52]通过考虑超声波柱/球传播产生的影响，修正了 Westervelt 的

方向性，并通过为换能器引入孔径因子和超声波的乘积指向性来提高预测精度。

Berktay 的解在时域中是一个简单的表达式，它为参量阵扬声器实现中的信号调

制技术提供了基础[1，53]。Berktay 将音频声音的产生描述为一个自调制的过程，

因此音频声音有时被称为解调信号。后来 Shi 和 Gan 对 Berktay 模型进行了数次

修改，以提高参量阵扬声器旁瓣的预测精度[54]。 

迄今为止，最准确的远场预测方法是采用超声波指向性和 Westervelt 指向性

的卷积[55-57]。然后，可以在卷积模型中设置超声的任意方向性来计算音频声音的

方向性，报道的实验结果表明，对于可操纵的参量阵扬声器，它优于其他现有的
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远场模型[50，55]。然而，假设超声束在每个方向上都是指数衰减的，这在现实中是

不正确的，因为近场超声束的复杂性，大多数非线性相互作用发生在近场。此外，

当参量阵扬声器尺寸大于 0.04 m 时，远场距离通常超过 10 m[58，59]，与实际应用

相比太远了。因此，即使是在测量距离参量阵扬声器 4 m 的声压时，预测和测

量之间的差异仍然存在[55]。 

 

1.2.2 Westervelt 方程 

 Westervelt 方程是一个精确描述非线性传播的方程。在该模型中，超声首先

使用传感器表面面积上的二重瑞利积分来计算。其次，音频声音通过源密度(由

超声场确定)和点源格林函数的乘积的整个空间上的三重积分来计算。这种方法

的结果是一个五重积分，非常耗时[60]。Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov (KZK)

方程是 Westervelt 方程的抛物线近似，只适用于近轴区域[46，61]。 

 为了简化计算，通常使用高斯束展开(Gaussian Beam Expansion)方法，因为它

简化了超声和音频声音所需的双重积分[46，62]。高斯束展开方法利用多个高斯函

数逼近传感器表面的振动速度分布。由于具有高斯轮廓的平面源的辐射在近轴

(菲涅耳)近似下具有封闭解，因此可以通过多个高斯束的辐射叠加来简化超声场

的计算。如果平面的辐射面是圆形的，那么二重积分可以用一重求和来简化。已

有研究表明，利用优化理论，各种速度分布可以用高斯束近似[62-69]。 

 除了具有圆形表面的平面源外，高斯束展开方法还可用于具有其他形状的源，

如矩形和椭圆，并且通过两重求和简化了两重积分[65，67，68]。然后将其扩展用于

计算矩形参量阵扬声器[70-72]和由圆形单元[73]组成的参量阵扬声器数组产生的音

频声音。在早期研究中，高斯束展开方法同时应用于超声和音频，因此预测精度

与使用 KZK 方程得到的预测精度相当[73]。2013 年，Cervenka 和 Bednaík 仅将高

斯束展开用于超声，获得了更精确的解，称为“非傍轴模型”[46]。 

 高斯束展开模型采用近轴近似，对该模型提出了一些适用于非近轴区域的扩

展[74，75]。虽然高斯束展开方法比直接积分方法计算时间短，但高斯函数不是一个

完全集，因此它不是准线性近似下 Westervelt 方程的精确解。此外，无论使用多

少个高斯束，均匀活塞源都会发生吉布斯振荡[62，69]，由于整个空间上的三重积

分，离轴音频声音的计算仍然很耗时。 
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1.2.3 Kuznetsov 方程 

 即使在没有附加近似的情况下计算基于 Westervelt 方程的五重积分，当所谓

的“局部效应”在超声的非线性相互作用中占主导地位时，预测也可能不准确[61]。

在这种情况下，如果忽略三次项和更高次项，可以使用二阶非线性波动方程对该

过程进行建模[61]。该方程中包含了表征局部效应的拉格朗日密度，如果忽略拉格

朗日密度，则可以简化为 Westervelt 方程。然而，由于难以计算拉格朗日密度的

空间二阶导数，该方程很少用于数值计算[76]。相反，Kuznetsov 方程更方便，它

与二阶非线性方程相同，但用速度势表示[61，77]。对于递进平面波，已有研究表明，

在远离参量阵扬声器的场点上，拉格朗日密度的影响很小，可以忽略不计。然而，

在接近参量阵扬声器的点上，精度显著降低[77]。 

 

1.3 本文主要工作和意义 

 与传统的电动扬声器相比，参量阵扬声器所产生的音频声场更为复杂，因为

其参量生成本质上是非线性的。将正面音频声场划分为近场、Westervelt 远场和

逆律远场[58]组成。在近场，超声引起的局部非线性很强，导致音频声压波动。波

在近场的传播需要一般的二阶非线性波动方程来模拟[61，77]。它的等效形式表示

为速度势的 Kuznetsov 方程更为常用，因为超声拉格朗日密度的空间导数的困难

的估测可以避免[58，77]。此外，本文还提出了一种准线性 Westervelt 方程的代数修

正方法，为减少计算量，将局部非线性纳入修正范围[78]。在 Westervelt 远场中，

Westervelt 方程足以准确地描述波的传播，文献中提出了各种数值方法[60，79]。值

得注意的是，在Westervelt远场近轴区域音频声的快速计算方面已经有较多工作，

但大多会以牺牲预测精度为代价[71，46]。 

 本文主要研究了音频声压与传播距离成反比的反律远场数值模型。反律远场

中音频的声指向性是表征参量阵扬声器辐射模式的一个直观指标。虽然近场声场

计算方法和 Westervelt 远场声场计算方法也可用于指向性的计算，但计算过程相

当复杂和耗时。Westervelt 在 1963 年首先得到了一个简单的指向性闭合表达式，

现在称为 Westervelt 指向性[21]。 表达式表明，声源的指向性由声源频率和大气
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吸收引起的超声衰减系数决定。Berktay 和 Leahy 通过考虑孔径因子和波型来提

高 Westervelt 指向性的精度[51，52]。然而，它们只适用于活塞源，这意味着辐射表

面上的速度分布是均匀的。2006 年，Gan 等人使用乘积指向性模型来估计可操纵

参量阵扬声器的辐射模式，该模型将音频声音指向性近似为两个超声波指向性的

乘积[80]。该模型为计算非活塞源(如可操纵参量阵扬声器)的指向性提供了基础。

由于该模型忽略了音频声波的衍射，并使用等效高斯源阵列[54]在一定程度上解

决了这一问题，因此用乘积指向性模型预测的旁瓣水平比测量值小得多。转换后

的 KZK 方程利用有限差分法计算了远场，但由于采用了旁轴近似，得到的结果

仅在小角度内准确[81]. 

 迄今为止，最准确和计算效率最高的计算指向性的数值模型是由 Shi 和

Kajikawa 在 2015 年提出的[55]。其基本思想是参量阵扬声器在空气中发射无限多

的超声波波束，在每个方向上产生的音频声音都有一个由该方向超声波振幅加权

的 Westervelt 指向性波束模式。因此，总音频指向性是所有贡献的音频波束模式

的总和，导致 Westervelt 指向性和超声指向性的卷积，因此现在称为卷积模型。

该方法提供了与测量更好的一致性，并被证明在可转向参量阵扬声器的方向性控

制[7]以及调制算法的谐波失真预测[57]方面是一个强大的工具。然而，文献[55]中

提出的卷积模型仅对二维(2D)辐射问题有效，因此它只用于线性相控阵参量阵扬

声器的应用。此外，如文献[56]中所讨论的，Westervelt 指向性的相位被忽略，这

可能导致预测的不准确。文献[56]中也推导了三维(3D)卷积模型，但没有考虑方

位方向上的卷积。在卷积模型中，复杂的近场超声压力可以简单地用远场内推压

力来近似。这种近似只在远场的超声场是准确的，这被认为是超出瑞利距离[82]。

因此，超声波在近场的非线性相互作用不能被正确描述，导致音频声音方向性的

预测不准确。由于瑞利距离较大，在较大的孔径尺寸和/或较高的超声频率下，不

准确性更为显著。 

 本文基于 Westervelt 方程的准线性解，推导了计算指向性的二维、三维卷积

模型。为了提高指向性的预测精度，将得到的表达式乘以由音频声音的孔径因子

产生的有效指向性，从而得到修正后的卷积模型公式。在二维和三维模型中给出

了圆形活塞和可转向轮廓的数值结果，并针对实际应用中常用的矩形活塞模型进

行了独立的推导。通过三维圆形以及矩形参量阵扬声器的指向性的测量，与计算
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结果进行了比对。进一步验证了修正卷积模型指向性预测的准确性，以及对较大

尺寸和/或较高频率情况下出现的旁瓣的准确预测。对于今后研究参量阵扬声器

远场的计算提供更好地支持。 

本文的研究内容如下： 

 第一章为绪论，主要介绍了参量阵扬声器扬声器指向性的主要研究现况以及

重要地位，阐述了当前研究中出现的问题。 

 第二章为对参量阵扬声器远场的卷积模型的理论研究，包括推导二维和三维

的卷积模型，然后通过乘以由音频声孔径因子影响的有效指向性得到修正卷积模

型，并通过 MATLAB 进行数值模拟，模拟不同指向性之间的差距。 

 第三章通过实验验证卷积模型。通过圆形活塞模型、矩形模型、矩形可偏转

模型的实际测量验证修正卷积模型的优势。 

 第四章为总结与展望。总结本文的主要内容，并针对实验和工作中发现的困

难和问题，提出后续的研究方向。 
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第二章 卷积模型的理论研究 
本章对参量阵远场的卷积模型进行了理论研究，包括推导二维和三维的卷积

模型，然后通过乘以由音频声孔径因子影响的有效指向性得到修正卷积模型。在

此基础上，通过 MATLAB 进行数值模拟，对比研究了不同指向性之间的差距。 

 

2.1 卷积模型的理论推导 

2.1.1 模型基础 

 图 2-1 展示的是二维和三维的带挡板的参量阵扬声器在空间中产生超声的示

意图。 

 

图 2-1 参量阵扬声器的示意图.(a)二维模型，(b)三维模型 

 

在二维模型中，在参量阵扬声器的中心点原点 O 处建立直角坐标系(𝑥𝑥,𝑦𝑦)以及极

坐标系(𝜌𝜌,𝜑𝜑 )，x 轴的正半轴指向的是声辐射方向。𝜌𝜌和𝜑𝜑分别是是径向和方位角
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坐标。当参量阵扬声器的一个维度远大于波长时，2D 模型与 3D 模型是相同的

[79]， 它通常用于线性相控阵参量阵扬声器的辐射模拟[55]。参量阵扬声器沿 y 轴

的半径为 a。超声波在源线上 x = 0 的速度分布为： 

𝑣𝑣(𝝆𝝆𝑠𝑠) = 𝑣𝑣0𝑢𝑢1(𝝆𝝆𝑠𝑠)ei𝜔𝜔1𝑡𝑡 + 𝑣𝑣0𝑢𝑢2(𝝆𝝆𝑠𝑠)ei𝜔𝜔2𝑡𝑡,𝜌𝜌𝑠𝑠 ≤ 𝑎𝑎, (2 − 1) 

其中 i 是虚数单位，𝑣𝑣0是一个以 m/s 为单位的常数，𝝆𝝆𝑠𝑠 = (𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑠𝑠)是声源上某点

，𝜔𝜔𝑖𝑖 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑖𝑖是超声的角频率，𝑓𝑓𝑖𝑖是超声的频率，而且𝑓𝑓2 > 𝑓𝑓1，𝑖𝑖为超声的序号𝑖𝑖 =

1,2，𝑡𝑡为时间。 

 在三维模型中，在参量阵扬声器中心点 O 处建立笛卡尔坐标系(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)以及

球坐标系(𝑟𝑟,𝜃𝜃,𝜑𝜑)，z 轴指向声辐射方向，𝑟𝑟,𝜃𝜃,𝜑𝜑分别是径向，法向和方位角坐标。

在本文中使用的是一个圆形参量阵扬声器，半径为 a，文献[60]中第二节 B 部分内

容描述的球面波展开的方法可以有效地求解其声场。值得注意的是，所提出的模

型也适用于其他形状的参量阵扬声器，如矩形参量阵扬声器。超声在源平面 z = 

0 上的边界条件为： 

𝑣𝑣(𝐫𝐫𝑠𝑠) = 𝑣𝑣0𝑢𝑢1(𝐫𝐫𝑠𝑠)ei𝜔𝜔1𝑡𝑡 + 𝑣𝑣0𝑢𝑢2(𝐫𝐫𝑠𝑠)ei𝜔𝜔2𝑡𝑡，𝑟𝑟𝑠𝑠 ≤ 𝑎𝑎, (2 − 2) 

其中𝐫𝐫𝑠𝑠 = (𝑥𝑥𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑠𝑠, 𝑧𝑧𝑠𝑠)是声源上某点，其中𝑧𝑧𝑠𝑠 = 0。 

 

2.1.2 二维模型 

 在远场二阶非线性作用下，采用 Westervelt 方程对参量阵扬声器进行精确建

模。利用逐次迭代法，将音频声音的准线性解建模为无限大虚拟源的辐射，源密

度为[79]： 

𝑞𝑞𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑣𝑣) =
𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎

i𝜌𝜌02𝑐𝑐03
𝑝𝑝1∗(𝝆𝝆𝑣𝑣)𝑝𝑝2(𝝆𝝆𝑣𝑣), (2 − 3) 

其中虚拟源点𝝆𝝆𝑣𝑣 = (𝑥𝑥𝑣𝑣, 𝑦𝑦𝑣𝑣)， ∗表示复共轭，𝜌𝜌0为空气密度，𝑐𝑐0为空气中的线性

声速，𝛽𝛽为非线性系数，𝑘𝑘𝑎𝑎 = 𝑤𝑤𝑎𝑎 𝑐𝑐0⁄ 为音频波数， 𝑤𝑤𝑎𝑎 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑎𝑎，为音频，𝑓𝑓𝑎𝑎 =

𝑓𝑓2 − 𝑓𝑓1为音频的频率。在虚拟源点的超声的声压可以表示为一个类似瑞利积分的

形式[79]： 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝝆𝝆𝑣𝑣) =
𝑝𝑝0
2
� 𝐻𝐻0(𝑘𝑘𝑖𝑖|𝝆𝝆𝑣𝑣 − 𝝆𝝆𝑠𝑠|)
𝑎𝑎

−𝑎𝑎
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝝆𝝆𝑠𝑠)d𝑦𝑦𝑠𝑠, (2 − 4) 
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式中表面声压幅度𝑝𝑝0 = 𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝑣𝑣0，𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑐𝑐0⁄ + i𝛼𝛼𝑖𝑖为在频率𝑓𝑓𝑖𝑖情况下的超声的复

波数， 𝛼𝛼𝑖𝑖为大气吸收引起的超声的声衰减系数，𝐻𝐻0为 0 阶 Bessel 函数。 

在场点𝝆𝝆 = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)处的音频声声压表达式为[79] 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝝆𝝆) =
𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝑘𝑘𝑎𝑎

4
� � 𝑞𝑞𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑣𝑣)

∞

0

2𝜋𝜋

0
𝐻𝐻0(𝑘𝑘𝑎𝑎|𝝆𝝆 − 𝝆𝝆𝑣𝑣|)𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜑𝜑𝑣𝑣 . (2 − 5) 

由于有高振荡被积函数的数值积分，式(2-5)很难计算指向性。所以在远场情况下

𝜌𝜌𝑣𝑣 → ∞，公式(2-4)可以写成[83]： 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝝆𝝆𝑣𝑣) = �
2

i𝜋𝜋𝑘𝑘𝑖𝑖𝜌𝜌𝑣𝑣
𝑝𝑝0𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎ei𝑘𝑘𝑖𝑖𝜌𝜌𝑣𝑣𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜑𝜑𝑣𝑣), (2 − 6) 

其中振幅选择以确保主瓣的超声指向性𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜑𝜑𝑣𝑣) = 1。卷积模型的关键是通过式(2-

6)给出的向内推测的远场声压来模拟精确的超声场公式(2-4)。将公式(2-6)代入公

式(2-3)得到音频声的源密度 

𝑞𝑞𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑣𝑣) =
2𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎𝑝𝑝02�𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑎𝑎2

i𝜋𝜋ρ02𝑐𝑐03𝜌𝜌𝑣𝑣
ei(𝑘𝑘2−𝑘𝑘1

∗)𝜌𝜌𝑣𝑣𝐷𝐷1∗(𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜑𝜑𝑣𝑣). (2 − 7) 

将公式(2-7)带入公式(2-5)有 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝝆𝝆) =
𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎

2𝑝𝑝02�𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑎𝑎2

2𝜋𝜋i𝜌𝜌0𝑐𝑐02

� � 𝐷𝐷1∗(𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜑𝜑𝑣𝑣)ei(𝑘𝑘2−𝑘𝑘1
∗)𝜌𝜌𝑣𝑣𝐻𝐻0(𝑘𝑘𝑎𝑎|𝝆𝝆 − 𝝆𝝆𝑣𝑣|)𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜑𝜑𝑣𝑣

+∞

0

2𝜋𝜋

0
, (2 − 8)

 

远场情况下𝜌𝜌 → ∞，0 阶 Bessel 函数有近似为 

𝐻𝐻0(𝑘𝑘𝑎𝑎|𝝆𝝆 − 𝝆𝝆𝑣𝑣|) ≈ �
2

i𝜋𝜋𝜋𝜋𝑘𝑘𝑎𝑎
ei𝑘𝑘𝑎𝑎[𝜌𝜌−𝜌𝜌𝑣𝑣 cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑𝑣𝑣)], (2 − 9) 

其中使用了近似： 

|𝝆𝝆 − 𝝆𝝆𝑣𝑣| ≈ 𝜌𝜌 −
𝝆𝝆 ∙ 𝝆𝝆𝑣𝑣
𝜌𝜌

= 𝜌𝜌 − 𝜌𝜌𝑣𝑣 cos𝜑𝜑 − 𝜑𝜑𝑣𝑣 . (2 − 10) 

将公式(2-9)带入公式(2-8)中有: 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝝆𝝆) =
𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎

2𝑝𝑝02𝑎𝑎2

i𝜋𝜋
�

𝑘𝑘1𝑘𝑘2
2𝜋𝜋i𝑘𝑘𝑎𝑎𝜌𝜌

ei𝑘𝑘𝑎𝑎𝜌𝜌, 

� � 𝐷𝐷1∗(𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜑𝜑𝑣𝑣)ei[𝑘𝑘2−𝑘𝑘1
∗−𝑘𝑘𝑎𝑎 cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑𝑣𝑣)]𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜑𝜑𝑣𝑣

+∞

0

2𝜋𝜋

0
. (2 − 11) 
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我们定义一个称为 Westervelt 指向性的积分为 

𝐷𝐷𝑤𝑤(𝛾𝛾) ≡ 𝛼𝛼𝑡𝑡 � ei[𝑘𝑘2−𝑘𝑘1
∗−𝑘𝑘𝑎𝑎 cos(𝛾𝛾)]𝜌𝜌𝑣𝑣d𝜌𝜌𝑣𝑣 =

1
1 − i𝑘𝑘𝑎𝑎𝛼𝛼𝑢𝑢−1 sin2(𝛾𝛾 2)⁄

+∞

0
, (2 − 12) 

总衰减系数𝛼𝛼𝑡𝑡 ≡ 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2是为了使得𝐷𝐷𝑤𝑤(𝛾𝛾)在𝛾𝛾 = 0时值为 1，平均衰减系数定义

为𝛼𝛼𝑢𝑢 ≡
𝛼𝛼𝑡𝑡
2
。此时公式(2-11)简化为： 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝝆𝝆) =
𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎

2𝑝𝑝02𝑎𝑎2

i𝜋𝜋
�

𝑘𝑘1𝑘𝑘2
2𝜋𝜋i𝑘𝑘𝑎𝑎𝜌𝜌

ei𝑘𝑘𝑎𝑎𝜌𝜌𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜑𝜑), (2 − 13) 

其中音频声指向性写作： 

𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜑𝜑) = (𝐷𝐷1
∗𝐷𝐷2 × 𝐷𝐷𝑤𝑤)(𝜑𝜑) = � 𝐷𝐷1∗(𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜑𝜑𝑣𝑣)

2𝜋𝜋

0
𝐷𝐷𝑤𝑤(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑𝑣𝑣)d𝜑𝜑𝑣𝑣. (2 − 14) 

式中，×为线性卷积算子。式(2-14)称为直接卷积模型，该模型表明音频声的指向

性是超声波的 Westervelt 指向性与乘积指向性的卷积。参考文献[55]中以几何方

式提出了类似的形式。参考文献[55]中忽略了 Westervelt 指向性的相位，这可能

导致参考文献[56]中讨论的不准确预测。与文献[55]相比，本文中公式(2-14)给出

的卷积模型基于 Westervelt 方程的准线性解推导得更为严谨。直接卷积模型的一

个关键步骤是超声场近似于其向内外推的远场压力，如公式(2-6)所示。这种近似

只在远场是准确的，这被认为是超出瑞利距离[82]。因此，超声波在近场的非线性

相互作用不能被正确捕捉，导致音频声指向性的预测不准确。利用公式(2-14)给

出的直接卷积模型，考虑音频声的孔径因子，可以提高音频声音指向性的精度，

并将指向性修改为 

𝐷𝐷𝑎𝑎�(𝜑𝜑) = 𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜑𝜑)𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜑𝜑) = 𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜑𝜑)(𝐷𝐷1
∗𝐷𝐷2 × 𝐷𝐷𝑤𝑤)(𝜑𝜑),           (2 − 15) 

其中有效指向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜑𝜑)是具有相同孔径大小和速度剖面𝑢𝑢𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑠𝑠) = 𝑢𝑢1∗(𝝆𝝆𝑠𝑠)𝑢𝑢2(𝝆𝝆𝑠𝑠)

的音频源的指向性。利用式(2-15)得到的音频声指向性在本文中称为修正卷积模

型。 
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2.1.3 三维模型 

 在三维模型中，在虚拟声源点𝐫𝐫𝑣𝑣 = (𝑥𝑥𝑣𝑣, 𝑦𝑦𝑣𝑣, 𝑧𝑧𝑣𝑣)的声源密度和公式(2-3)类似，表

示为[60]： 

𝑞𝑞𝑎𝑎(𝐫𝐫𝑣𝑣) =
𝛽𝛽𝑘𝑘𝑎𝑎

i𝜌𝜌02𝑐𝑐03
𝑝𝑝1∗(𝐫𝐫𝑣𝑣)𝑝𝑝2(𝐫𝐫𝑣𝑣). (2 − 16) 

在𝐫𝐫𝑣𝑣处的超声声压可以用瑞利积分表示为[60]： 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝐫𝐫𝑣𝑣) =
𝑝𝑝0𝑘𝑘𝑖𝑖
2𝜋𝜋i

� � 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝐫𝐫𝑠𝑠)
𝑎𝑎

0

ei𝑘𝑘𝑖𝑖|𝐫𝐫𝑣𝑣−𝐫𝐫𝑠𝑠|

|𝐫𝐫𝑣𝑣 − 𝐫𝐫𝑠𝑠|

2𝜋𝜋

0
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑑𝑑𝑟𝑟𝑠𝑠𝑑𝑑𝜑𝜑𝑠𝑠. (2 − 17) 

在场点𝐫𝐫 = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)处的音频声声压表达式为[60]： 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝐫𝐫) =
𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝑘𝑘𝑎𝑎

4i𝜋𝜋
� � � 𝑞𝑞𝑎𝑎(𝐫𝐫𝑣𝑣)

ei𝑘𝑘𝑎𝑎|𝐫𝐫−𝑟𝑟𝑣𝑣|

|𝐫𝐫 − 𝑟𝑟𝑣𝑣|

∞

0

𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋

0
𝑟𝑟𝑣𝑣2 sin𝜃𝜃𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑣𝑣𝑑𝑑𝜃𝜃𝑣𝑣𝑑𝑑𝜑𝜑𝑣𝑣 , (2 − 18) 

音频声压的直接计算涉及到公式(2-16)和公式(2-17)带入公式(2-18)后的五重积分

的数值计算， 这是相当耗时的。所以在远场情况下𝐫𝐫𝑣𝑣 → ∞，公式(2-17)可以写成

[83] 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑣𝑣) =
𝑝𝑝0𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎2

2i𝑟𝑟𝑣𝑣
ei𝑘𝑘𝑖𝑖𝑟𝑟𝑣𝑣𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣). (2 − 19) 

振幅的选择保证超声指向性𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃,𝜑𝜑)在主瓣值为 1 将公式(2-19)带入公式(2-16)中

有音频声声源密度： 

𝑞𝑞𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑣𝑣) =
𝛽𝛽𝑝𝑝02𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑘𝑘𝑎𝑎𝑎𝑎4

4i𝜌𝜌02𝑐𝑐03𝑟𝑟𝑣𝑣2
𝐷𝐷1∗(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)ei(𝑘𝑘2−𝑘𝑘1

∗)𝑟𝑟𝑣𝑣 , (2 − 20) 

将公式(2-20)带入公式(2-18)中有: 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝑟𝑟) = −
𝛽𝛽𝑝𝑝02𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑘𝑘𝑎𝑎

2𝑎𝑎4

16𝜋𝜋𝜌𝜌0𝑐𝑐02
 

� � � 𝐷𝐷1∗(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)ei(𝑘𝑘2−𝑘𝑘1
∗)𝑟𝑟𝑣𝑣

∞

0

ei𝑘𝑘𝑎𝑎|𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑣𝑣|

|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑣𝑣|

𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋

0
sin𝜃𝜃𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑣𝑣𝑑𝑑𝜃𝜃𝑣𝑣𝑑𝑑𝜑𝜑𝑣𝑣. (2 − 21) 

在远场时，𝑟𝑟 → ∞，上式中的格林公式可以近似为: 

ei𝑘𝑘𝑎𝑎|𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑣𝑣|

|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑣𝑣| ≈
1
𝑟𝑟

ei𝑘𝑘𝑎𝑎(𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑣𝑣 cos 𝐫𝐫), (2 − 22) 

其利用了近似： 

|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑣𝑣| ≈ 𝑟𝑟 −
𝑟𝑟 ∙ 𝑟𝑟𝑣𝑣
𝑟𝑟

= 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑣𝑣 cos 𝐫𝐫 , (2 − 23) 
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其中矢量𝑟𝑟和𝑟𝑟𝑣𝑣之间的夹角为 

cos 𝛾𝛾 = cos𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃𝑣𝑣 + sin𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑣𝑣 cos(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑𝑣𝑣) . (2 − 24) 

像公式(2-12)那样定义一个 Westervelt 指向性，将公式(2-22)带入公式(2-21)中有 

𝑝𝑝𝑎𝑎(𝑟𝑟) = −
𝛽𝛽𝑝𝑝02𝑘𝑘1𝑘𝑘2𝑘𝑘𝑎𝑎

2𝑎𝑎4

16𝜋𝜋𝑎𝑎𝑡𝑡𝑟𝑟
ei𝑘𝑘𝑎𝑎𝑟𝑟𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜃𝜃,𝜑𝜑). (2 − 25) 

音频声指向性为 

𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = (𝐷𝐷1∗𝐷𝐷2 ⊗ 𝐷𝐷𝑤𝑤)(𝜃𝜃,𝜑𝜑) =

� � 𝐷𝐷1∗(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)
𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋

0
𝐷𝐷𝑤𝑤(𝛾𝛾) sin𝜃𝜃𝑣𝑣 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑣𝑣𝑑𝑑𝜑𝜑𝑣𝑣, (2 − 26) 

公式中𝐷𝐷1∗(𝜃𝜃,𝜑𝜑)𝐷𝐷2(𝜃𝜃,𝜑𝜑)和𝐷𝐷𝑤𝑤(𝛾𝛾)是定义在一个单位球上的，因此音频声指向性

可以被看做是一个以𝜃𝜃,𝜑𝜑为天顶角和方位角的球卷积[84]正如公式(2-26)所示。⊗

为球卷积算子。与式(2-15)类似，考虑音频声的孔径因子，得到三维修正卷积模

型为： 

𝐷𝐷𝑎𝑎�(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = 𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃,𝜑𝜑)𝐷𝐷𝑎𝑎(𝜃𝜃,𝜑𝜑), (2 − 27) 

有效方向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃,𝜑𝜑)为孔径大小相同，速度场为𝑢𝑢𝑎𝑎(𝐫𝐫𝑠𝑠) = 𝑢𝑢1∗(𝐫𝐫𝑠𝑠)𝑢𝑢2(𝐫𝐫𝑠𝑠)的声源的

远场方向性。 

 对于公式(2-26)给出的直接卷积模型的几何解释是参量阵扬声器向各个方向

发射无限多的超声波，每个方向的音频声有一种由超声波方向性

𝐷𝐷1∗(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)𝐷𝐷2(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)加权的 Westervelt 方向性。Westervelt 指向性的辐角𝛾𝛾为场方

向与虚源点的夹角，即(𝜃𝜃,𝜑𝜑)和(𝜃𝜃𝑣𝑣,𝜑𝜑𝑣𝑣)。公式(2-26)的类似形式已在参考文献[56]

中以几何方式导出，其中 c 被选为天顶角𝜃𝜃和𝜃𝜃𝑣𝑣之间的夹角。这导致不准确的预

测，因为在方位方向上的卷积不包括在内。 

 

2.1.4 声衰减系数 

由于各种不可逆过程将声波能量转化为热能，声波在空气中的传播随距离的

增加而衰减。因此，在计算参量阵扬声器产生的声场时，需要考虑声衰减系数。

空气中的大气吸收包括经典的热粘吸收和分子弛豫吸收[85]。在经典热粘性流体

中，衰减系数与频率的平方成正比，而在真实介质(如空气)中，弛豫现象引入了

较弱的色散，使衰减系数在一定程度上偏离二次频率依赖关系[86]经过文献阅读
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本文选择了既考虑了经典热粘性又考虑了松弛效应的简便的封闭解[87，88-90]。 

α = 𝑓𝑓2[1.84 × 10−11
𝑝𝑝𝑟𝑟
𝑝𝑝𝑎𝑎
�
𝑇𝑇
𝑇𝑇0
�
1
2

+ 

�
𝑇𝑇
𝑇𝑇0
�
−52

(
0.01275e−

2239.1
𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑂𝑂 + 𝑓𝑓2 𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑂𝑂⁄ +
0.1068e−

3352.0
𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑁𝑁 + 𝑓𝑓2 𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑁𝑁⁄ )] (NP/m),       (2 − 28) 

其中𝑝𝑝𝑎𝑎是传播环境中的气压，𝑝𝑝𝑟𝑟 = 101.325 kPa 基准环境气压，𝑇𝑇0 = 293.15 ℃为

标准气温（20 ℃），𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑂𝑂和𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑁𝑁分别是氧气弛豫频率和氮气弛豫频率，其公式为

[87]： 

𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑂𝑂 =
𝑝𝑝𝑎𝑎
𝑝𝑝𝑟𝑟
�24 + 4.04 × 104ℎ

0.02 + ℎ
0.391 + ℎ�

, (2 − 29) 

𝑓𝑓𝑟𝑟,𝑁𝑁 =
𝑝𝑝𝑎𝑎
𝑝𝑝𝑟𝑟
�
𝑇𝑇
𝑇𝑇0
�
−12
�9 + 280ℎe

−4.17�� 𝑇𝑇𝑇𝑇0

−13−1��
� , (2 − 30) 

绝对湿度ℎ与相对湿度ℎ𝑟𝑟以及饱和水汽压𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠有关，公式如下[87]： 

ℎ = ℎ𝑟𝑟
𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑝𝑝𝑟𝑟

 
𝑝𝑝𝑎𝑎
𝑝𝑝𝑟𝑟

, (2 − 31) 

𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠由修正的 Tense 公式求得： 

𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 0.6112 × exp �
17.67t

𝑡𝑡 + 243.5�
. (2 − 32) 

图 2-2 展示了在 1 标准大气压下在 283.15 K(10 ℃)，293.15 K(20 ℃)，303.15 

K(30 ℃)，313.15 K(40 ℃)时，在不同相对湿度(RH)下声衰减系数随频率从 0 到

100 kHz 的变化曲线： 

 
(a)                                     (b) 
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(c)                                     (d) 

图 2-2 在 1 大气压下声衰减系数随频率和相对湿度变化图(a) 283.15 K(10℃)；(b) 293.15 

K(20 ℃)；(c) 303.15 K(30 ℃)；(d) 313.15 K(40 ℃) 

 

2.2 数值模拟 

2.2.1 数值模拟基础情况 

 本文中的数值模拟仿真工作室用 MATLAB R2019b 软件进行的。由于环境吸

收引起的声吸收系数是根据 ISO 9613-1 标准计算的，为了与实验数据相同，相

对湿度定为 72%，室温设定为 12 ℃[87]。超声的平均频率𝑓𝑓𝑢𝑢 = (𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2)/2设定为

40 kHz。文中公式(2-14)，(2-26)计算所得的指向性称为“直接卷积模型”，文中公

式(2-15)，(2-27)计算所得的指向性称为“修正卷积模型”。得到的指向性在主瓣被

归一化，并以分贝为单位表示。 

 

2.2.2 二维活塞模型 

 在二维活塞模型中，超声波的速度分布是均匀的𝑢𝑢𝑖𝑖(𝝆𝝆𝑠𝑠) = 1，其中𝜌𝜌𝑠𝑠 ≤ 𝑎𝑎。相

应的超声的指向性是𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜑𝜑) = sinc(𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎cos𝜑𝜑)，其中 sinc 函数 sinc(𝑥𝑥) ≡ sin(𝑥𝑥) /𝑥𝑥。

音频声的孔径因子是由具有相同孔径大小和速度分布为𝑢𝑢𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑠𝑠) = 1的声源决定

的。有效指向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜑𝜑) = sinc(𝑘𝑘𝑎𝑎𝑎𝑎cos𝜑𝜑)。下图 2-3 展示了按照以上数据发声的参

量阵扬声器的指向性仿真图。（卷积指向性模型英文 Convolution Directivity Model，

图中简称 CDM）。 
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图 2-3 活塞源的线阵扬声器的指向性：左列活塞半径 0.05 m；右列活塞半径 0.1 m；频率从

上到下依次是 250 Hz；500 Hz；1 kHz；2 kHz；4 kHz；8 kHz 

 

结果表明，不同方法获得的指向性在主瓣附近是准确的，但在大方位角处出

现误差，而且改进卷积模型预测出了旁瓣的存在，有待后续实验部分验证。 

 

2.2.3 二维偏转波束模型 

 二维可偏转参量阵扬声器在文献中被广泛研究，其目的是在不需要机械旋转

声源的情况下将高指向音频波束转向所需的方向[55]。在这里超声的速度分布假

定为𝑢𝑢𝑖𝑖(𝝆𝝆𝑠𝑠) = exp [iℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝑦𝑦𝑠𝑠 sin𝜑𝜑0]其中 ℜ(∙)指的是取负数的实部，而𝜑𝜑0是偏转角。

超声的指向性是𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜑𝜑) = sinc(ℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝑎𝑎 (sin𝜑𝜑 − sin𝜑𝜑0))。音频声的孔径因子是由

具有相同孔径大小和速度分布为𝑢𝑢𝑎𝑎(𝝆𝝆𝑠𝑠) = exp (i𝑘𝑘𝑎𝑎𝑦𝑦𝑠𝑠 sin𝜑𝜑0])的声源决定的。有效

指向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜑𝜑) = sinc(𝑘𝑘𝑎𝑎𝑎𝑎 (sin𝜑𝜑 − sin𝜑𝜑0))。由于 Westervelt 指向性是基于非偏转

活塞源模型建立的，于是后文在其他条件的模拟时，只进行直接卷积模型指向性
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和修正卷积模型指向性的模拟仿真。图 2-4 展示了当偏转角为 15°时各种指向性

在不同频率下求出的结果。 
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图 2-4 由偏转角为 15 °的可偏转参量阵扬声器产生的音频声的指向性：左列活塞半径 0.05 

m；右列活塞半径 0.1 m；频率从上到下依次是 250 Hz；500 Hz；1 kHz；2 kHz；4 kHz；8 

kHz 

 

2.2.4 三维活塞模型 

 对于三维模型中的活塞源，超声波的速度分布是均匀的𝑢𝑢𝑖𝑖(𝐫𝐫𝑠𝑠) = 1，其中𝑟𝑟𝑠𝑠 ≤

𝑎𝑎。超声的指向性为𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃) = jinc(𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎 sin𝜃𝜃)，其中 jinc(x) ≡ 2𝐽𝐽1(𝑥𝑥)/𝑥𝑥，𝐽𝐽1(𝑥𝑥)是一
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阶 Bessel 函数。音频声的孔径因子是由具有相同孔径大小和速度分布为𝑢𝑢𝑎𝑎(𝐫𝐫𝑠𝑠) =

1的声源决定的。有效指向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃) = jinc(𝑘𝑘𝑎𝑎𝑎𝑎 sin𝜃𝜃)。图 2-5 展示了在 xOz 平面

上用不同方法计算的音频声指向性结果。 
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图 2-5 活塞源的圆形参量阵扬声器的远场音频声指向性：左列活塞半径 0.05 m；右列活塞

半径 0.1 m；频率从上到下依次是 250 Hz；500 Hz；1 kHz；2 kHz；4 kHz；8 kHz 

 

2.2.5 三维偏转波束模型 

 三维可偏转参量阵扬声器意味着指向音频波束可以在方位角𝜃𝜃和𝜑𝜑两个方向

上进行操纵，比 2.2.3 小节中介绍的二维可偏转参量阵扬声器更加灵活。其偏转

角度由一个单位矢量𝐬𝐬� = (cos𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0, sin𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0, cos𝜃𝜃0)决定𝜃𝜃0，𝜑𝜑0为偏转角。
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速 度 分 布 为 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝐫𝐫𝑠𝑠) = exp[iℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝐫𝐫𝑠𝑠 ∙ 𝐬𝐬�] = exp[iℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)(𝑥𝑥𝑠𝑠cos𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0 +

𝑦𝑦𝑠𝑠 sin𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0)]。超声的指向性𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃,𝜑𝜑) = jinc(ℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝑎𝑎Φ(𝜃𝜃,𝜑𝜑))，其中Φ(𝜃𝜃,𝜑𝜑) ≡

�(cos𝜑𝜑 sin𝜃𝜃 − cos𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0)2 + (sin𝜑𝜑 sin𝜃𝜃 − sin𝜑𝜑0 sin𝜃𝜃0)2，  音频声的孔径因

子是由具有相同孔径大小和速度分布为的声源决定的𝑢𝑢𝑎𝑎(𝐫𝐫𝑠𝑠) = exp(i𝑘𝑘𝑎𝑎𝐫𝐫𝑠𝑠 ∙ 𝐬𝐬�)。有

效指向性为𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃) = jinc(𝑘𝑘𝑎𝑎𝑎𝑎Φ(𝜃𝜃,𝜑𝜑))。 

图 2-6 展示了不同模型下三维圆形可偏转参量阵扬声器的指向性，为了简化

计算，我们只在一个方位角进行偏转，角度设为 15°。 
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图 2-6 由偏转角为 15 °的可偏转圆形参量阵扬声器产生的音频声的指向性：左列活塞半径

0.05 m；右列活塞半径 0.1 m；频率从上到下依次是 250 Hz；500 Hz；1 kHz；2 kHz；4 

kHz；8 kHz 

 

2.2.6 矩形活塞模型 

 矩形活塞模型就是参量阵扬声器形状为矩形的情况。也是十分常用的模型，

为了简化计算，模拟时计算的𝜑𝜑 = 0 或 180 °，其关键数据有半边长𝑎𝑎𝑥𝑥，𝑎𝑎𝑦𝑦，超
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声指向性𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃) = sinc(ℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝑎𝑎𝑥𝑥sin𝜃𝜃)，有效指向性𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃) = sinc(ℜ(𝑘𝑘𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑥𝑥sin𝜃𝜃)。

图 2-7 是半边长𝑎𝑎𝑥𝑥 = 0.065 m，𝑎𝑎𝑦𝑦 = 0.03 m的矩形活塞源参量阵扬声器，以及

𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑦𝑦 = 0.2 m的正方形活塞源参量阵扬声器在不同模型下的指向性计算结果。 
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图 2-7 矩形活塞源参量阵扬声器的远场音频声指向性：左列半边长 0.065 m，宽 0.03 m；右

列半边长 0.2 m，宽 0.2m；频率从上到下依次是 250 Hz；500 Hz；1 kHz；2 kHz；4 kHz；

8 kHz 

 

2.2.7 矩形偏转波束模型 

 由于矩形参量阵扬声器的常用性，有必要将其在可偏转情况下的指向性情况

进行探究。为了简化计算，模拟时矩形模型的偏转角(𝜃𝜃0,𝜑𝜑0)中𝜑𝜑0 = 0。同时𝜑𝜑 =
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0，在这种情形下有超声指向性𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜃𝜃) = sinc[ℜ(𝑘𝑘𝑖𝑖)𝑎𝑎𝑥𝑥(sin(𝜃𝜃) − sin(𝜃𝜃0))]，有效

指向性 𝐷𝐷𝐴𝐴(𝜃𝜃) = sinc[ℜ(𝑘𝑘𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑥𝑥(sin(𝜃𝜃) − sin(𝜃𝜃0))] 。图 2-8 是偏转角度 𝜃𝜃0 =

15 °时，半边长𝑎𝑎𝑥𝑥 = 0.065 m，𝑎𝑎𝑦𝑦 = 0.03 m的矩形参量阵扬声器，以及𝑎𝑎𝑥𝑥 =

𝑎𝑎𝑦𝑦 = 0.2 m的正方形参量阵扬声器在不同模型下的指向性模拟计算结果。 
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图 2-8 矩形可偏转参量阵扬声器在偏转角为 15 °情况下的远场音频声指向性：左列半边长

0.065 m，宽 0.03 m；右列半边长 0.2 m，宽 0.2 m；频率从上到下依次是 250 Hz；500 Hz；

1 kHz；2 kHz；4 kHz；8 kHz 
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第三章 卷积模型的实验探究 
 直接卷积模型和修正卷积模型的理论推导在前文已经阐述，但是目前文献中

缺少对于修正卷积模型的实验验证与对比。所以需要根据实验室现有的实验条件，

选择合适型号的参量阵扬声器以及相关配套测量、供电、控制设备，搭建好参量

阵扬声器指向性测试平台。通过传声器接收，并通过 HBK 公司生产的 PLUSE 等

设备处理接收到的信号，在与之配套的 Labshop 软件上测量出声压值。Labshop

软件是 HBK 公司旗下 Brüel & Kjær 声学与振动测量公司研发的用于声学数据分

析软件。通过修改程序控制测量声压在 10 s 内的平均值，作为当前角度的声压测

量值，后续实验均采用这一标准。 

 接下来将要对三维圆形活塞模型，三维正方形模型，以及矩形偏转声束模型

进行指向性测试，数据采集结果导入 MATLAB 程序中与仿真模拟结果进行对比。

得到理论与实验对比图，比对 Westervelt 指向性，直接卷积模型指向性，修正卷

积模型指向性与实际测量值之间的吻合程度（Westervelt 指向性是否参加对比在

第二章 2.2.3 小节中已经阐述这里不再赘述）。 

图 3-1 实验装置图(a)圆形参量阵扬声器；(b)正方形参量阵扬声器；(c)矩形参量阵扬声器  
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3.1 实验设置条件 

实验在南京大学全消声室(尺寸为 11.4 m × 7.8 m × 6.7 m)中进行，温度

12 ℃，相对湿度 72%。试验装置如图 3-1 所示。实验装置简化示意图如图 3-2 所

示。传声器以及前置放大器型号：1/2 英寸驻极体自由场传声器 CHZ-221+Anty 

M1212U，PLUSE 型号：HBK 公司 Brüel & Kjær 品牌的 3160-B-022。 

 
图 3-2 实验装置简化示意图 

 

3.2 圆形参量阵扬声器 

3.2.1 实验内容 

 根据实验室现有的实验装置，选择半径为 10 cm 的圆形参量阵扬声器进行三

维活塞模型的实验内容。将参量阵扬声器固定在底座上，使得参量阵扬声器保持

竖直且中心位置在转台主轴上。安装并连接好各实验仪器，使得参量阵扬声器与

传声器之间的距离为 3 m。调整参量阵扬声器直流电源，电压 3.6 V。周围可能

对声场产生影响的物体用吸声棉包裹，关好消声室门，为了防止参量阵扬声器发

出的超声在声接受装置发生非线性效应产生伪声，在声接收装置上贴上四层胶带

(厚度大概是超声波长的四分之一)作为声滤波器。通过参量阵扬声器控制装置给

参量阵扬声器发声设定程序来发出稳定频率的超声波。声音由传声器接收，经过

前置放大器放大以及 PULSE 数据处理后在电脑端由 Labshop 软件显示出测量结

果。并记录在 EXCEL 软件中。实验设定音频声频率 250 Hz(实际峰值频率 256 
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Hz)，500 Hz(512 Hz)，1 kHz(1024 Hz)，2 kHz(2049 Hz)，4 kHz(3976 Hz)，8 kHz(8014 

Hz)。测量结果通过 MATLAB 程序与模拟仿真结果绘制在一起，在保持实验数据

不变的情况下将模拟数据的主瓣峰值上下平移至实验数据峰值位置。 

 

3.2.2 实验结果与分析 

测得实验数据如图 3-3 所示。 

 
(a)                                     (b) 

 
(c)                                     (d) 
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(e)                                     (f) 

图 3-3 三维活塞模型指向性实验数据与模拟数据对比图：(a)250 Hz；(b)500 Hz；(c)1 kHz；

(d)2 kHz；(e)4 kHz；(f)8 kHz 

 

由实验图像可以看出随着频率的增加，主瓣指向性更加尖锐。虽然在 250 Hz

时的指向性异常高，经过重复测量依然无法使得指向性趋向于模拟的趋势，其原

因可能是较为低频的情况下底噪较高，峰值也较小，实验误差增大。在较高频率

(4 kHz，8 kHz)时，可以看出测量出的指向性在主瓣部分与修正卷积模型的模拟

结果符合得较好，而且修正卷积模型也准确的预测出了由孔径因子影响而出现的

旁瓣，这是其他模型所做不到的。直接卷积模型考虑了超声的指向性，将超声的

孔径因子纳入了直接卷积模型，因此预测结果比 Westervelt 模型更准确。然而，

直接卷积模型没有正确地捕捉音频声的孔径因子，导致预测精度随着音频频率和

孔径大小的增加而下降。在较高的音频频率和/或较大的孔径尺寸下，音频声可

以被视为来自直径为 2a 的近场虚拟源的辐射，这可以用公式(2-27)所示的修正卷

积模型中使用的有效指向性来近似，因此它优于直接卷积模型。 

 在音频声频率 500 Hz 这组数据测量时，因为主瓣部分测量数据与模拟数据

有出入。通过将声接收装置竖直放置，使得声掠入射也未能有效减弱结果的指向

性。考虑将参量阵扬声器与声接收器之间的距离加大到 4 m 测得数据指向性有所

减弱，修正卷积模型的模拟数据更加接近实验数据。于是尝试继续增加参量阵扬

声器与声接收器之间的距离继续到 5 m。最终测得三组数据的对比图如图 3-4 所

示。紫色带“X”号的是 3 m 间距，指向性最强。绿色带“+”号的是 4 m 间距，指向

性最弱。这两组对比可能有增加间距使得远场条件符合更好，从而结果更加符合
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较低频率的音频声指向性较差的模拟结果。然而 5 m 间距情况并没有表现得更

佳，可能是因为已经符合远场情况，继续增加距离补正效果减弱，而且随着距离

的增加，参量阵扬声器平面的法向与声接收器之间的误差会被逐渐放大。也可能

是没有表现更佳的原因。 

 
图 3-4 参量阵扬声器与声接收器之间距离改变引起的指向性对比图 

 

3.3 矩形参量阵扬声器 

3.3.1 实验内容 

 矩形参量阵扬声器选择半边长均为 0.2 m 的正方形参量阵扬声器进行实验。

实验用正方形参量阵扬声器尺寸较大，使用书立和胶带将其固定在转台的支架上

如图 3-1(b)所示。由电脑控制参量阵扬声器播放各个目标频率的单频声，电脑音

量条正在 10%。为了满足远场条件，本组实验参量阵扬声器与声接收器之间的距

离为 5 m。转动转台测得各个角度的指向性数值。具体操作与三维活塞模型流程

相同。 

 

3.3.2 试验结果与分析 

测得实验数据如图 3-5 所示 
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(a)                                     (b) 

 
(c)                                     (d) 

 
(e)                                     (f) 

图 3-5 矩形参量阵扬声器模型指向性实验数据与模拟数据对比图：音频声频率(a)250 Hz；

(b)500 Hz；(c)1 kHz；(d)2 kHz；(e)4 kHz；(f)8 kHz 

 

由图中实验数据对比可以得出修正卷积模型不管音频声频率是在低频还是
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较高频率，在主瓣部分都与实验数据更为符合，而且随着音频声频率升高主瓣更

加尖锐，指向性也增强，并且，修正卷积模型可以较好的预测出由孔径因子引起

的旁瓣位置，但是在旁瓣位置的指向性数值却无法良好吻合。经过多次测量，发

现在大角度时，只能预测旁瓣的存在，并不能准确预测指向性旁瓣的数值。这一

现象有待继续研究。 

 

3.4 矩形偏转波束参量阵扬声器 

3.4.1 实验内容 

 制作了一个由 8 × 6 个阵元组成的矩形可偏转参量阵扬声器，每个阵元直

径 0.01 m，间距 7.5 mm。整体等效半边长 0.065 m，宽 0.03 m。修改参量阵扬声

器控制装置的程序，使得矩形参量阵扬声器产生在𝜃𝜃方向偏转 15°，其他方向不

偏转。参量阵扬声器直流电源电压设置为 3.6 V。将参量阵扬声器固定在转台上，

保持其中心在转台主轴上。声接收器与参量阵扬声器距离 3 m。旋转转台，测量

参量阵扬声器在产生各个音频声频率情况下音频声场的指向性并记录。 

 

3.4.2 实验结果和分析 

 将测得的各个频率的音频声指向性数据结合相应频率的指向性模拟结果。其

对比图如下图 3-6 所示 

 
(a)                                     (b) 
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(c)                                     (d) 

 
(e)                                     (f) 

图 3-6 矩形可偏转参量阵扬声器模型在偏转 15°时指向性实验数据与模拟数据对比图：音频

声频率(a)250 Hz；(b)500 Hz；(c)1 kHz；(d)2 kHz；(e)4 kHz；(f)8 kHz 

通过对比图可以看出尽管参量阵扬声器尺寸较小，单元排列也不甚紧密。很

难严格模拟其产生的声场。但是在较高频率(4 kHz，8 kHz)时，修正卷积模型的

将孔径因子和孔径尺寸的影响纳入计算后还是表现出了主瓣附近较为良好的贴

合，以及旁瓣位置的有效预测。修正卷积模型的优势还是能够提现。不过相对低

频情况下表现就不理想了。低频情况下底噪偏高会影响结果，也有可能是加工和

实验条件所限带来的误差，这些还有待继续研究。 
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第四章 总结与展望 
参量阵扬声器能产生高指向音频声束，由于这一特性，它被应用于各种需要

指向声源的音频系统中。参量阵扬声器产生音频声波的物理方式不同于传统的扬

声器，本文探究了参量阵扬声器在远场情况下的指向性预测模型，并进行了实验

验证。 

在第二章，本文基于 Westervelt 方程的准线性解，推导了计算指向性的二维

和三维卷积模型。关键是用向内外推远场声压的方法来近似复杂的近场超声压。

对于二维和三维模型，直接卷积模型分别表示为超声指向性和 Westervelt 指向性

的线性卷积和球面卷积。并提出了一种改进的卷积模型，将直接卷积模型得到的

方向性与音频的孔径因子得到的有效方向性相乘。有效指向性是由具有相同孔径

的声源和两个频率的声源的速度分布乘积得到的，因此两种卷积模型比起求高阶

积分的方法都更加效率。二维直接卷积模型已广泛应用于分析用来控制音频波束

的线性相控阵参量阵扬声器的指向性[42，55] .本文提出的修正卷积模型为这类问题

提供了一个更精确的工具。通过实验模拟可以看出当音频声频率以及扬声器尺寸

逐渐增大时，更多的旁瓣被修正卷积模型预测到，这是其他模型所做不到的。本

文在进行三维可偏转声束模型的模拟时应用的是只有天顶角改变，方位角不变的

简化模型。但是当三维可偏转参量阵扬声器偏转的方向即存在天顶角，又有方位

角的情况还没有文献探究过，可以供以后继续探究。 

在第三章中，本文通过圆形活塞模型，矩形模型，矩形可偏转模型的实际测

量印证修正卷积模型的优势。尤其是主瓣部分，修正卷积模型可以更好的与实验

数据吻合。然而参量阵扬声器的指向性经常出现模拟结果低于底噪的情况，而此

时旁瓣又经常在实验中测出来，以至于旁瓣虽然出现了，但却高于模拟中的数值。

这一点暂时还没有找到解释的方法。 有待后续的理论探究，以及通过更多更精

确的实验测试，获取更加精确的实验数据，减小实验误差，来更好的印证模型的

准确性。 

 此外在低频情况下测出的指向性异常偏高的情况在多次重复下暂时还没有

改善，有可能是参量阵扬声器发出的超声在声接收器上产生非线性效应形成伪声。

但是在包裹了几层作为声滤波器的胶带屏蔽伪声后依然未能改善。将声接收器竖

直放置，使得声音掠入射也未能有所改善。低频的实际情况如何还有待探索。 
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